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3. Maximalizujeme funkci
f(x, y) = x2 + y2

na mno¾inì M = {G = 0}, kde

G(x, y) =

(
x2 + y2

2

)3

− 6x2y2

Z odhadu (
x2 + y2

2

)3

> 3(x2 + y2)2 ≥ 6x2y2

pro x2 + y2 > 24 plyne, ¾e M je omezená. Navíc je zøejmì uzavøená, tedy
kompaktní. Spojitá funkce f nabývá naM maxima. Hledejme argument tohoto
maxima. V poèátku je f minimální, tak¾e mù¾eme pøedpokládat [x, y] 6= [0, 0].
Pak, vhledem k vazbì, xy 6= 0. Bodem podezøelým z extrému je ka¾dý bod
(x, y) ∈M , kde M není regulární, tj.

∇G(x, y) = 3

(
x2 + y2

2

)2(
x
y

)
− 12xy

(
y
x

)
= 0.

a dále body, které identi�kujeme metodou Lagrangeových multiplikátorù. Hle-
dejme tedy [x, y, λ] ∈M × R tak, aby

∇ (λG− f) = 0,

tj. [
3λ

(
x2 + y2

2

)2

− 2

](
x
y

)
− 12λxy

(
y
x

)
= 0.

V obou pøípadech, dostaneme, ¾e body podezøelé z extrému jsou pouze takové
body, kde (

y
x

)
= s

(
x
y

)
pro jisté s ∈ R. To je mo¾né jen tehdy, je-li s2 = 1 a zároveò |x| = |y|.
Dosadíme-li tuto podmínku zpìt do vazby [x, y] ∈M , dostaneme:

x6 = 6x4 =⇒ x2 = 6 =⇒ x = ±
√
6.
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Vidíme, ¾e f(x, y) = 12, pro |x| = |y| =
√
6, tak¾e hledaný polomìr je R =√

12.
ALTERNATIVNÍ ØE©ENÍ:
Pøevedeme do polárních souøadnic

x = r cos θ,

y = r sin θ,

kde [r, θ] ∈ R+ × (−π, π〉. Pak M \ {[0, 0]} je mno¾ina bodù, splòujících

r6 = 48r4 sin2 θ cos2 θ

⇐⇒ r2 = 12 sin2 2θ

⇐⇒ r =
√
12 | sin 2θ|

Odtud u¾ snadno nahlédneme, ¾e maximální hodnota r na mno¾inì M je
√
12,

která se nabývá pro θ ∈
{
±π

4
,±3π

4

}
.
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4. Jde o rotaèní tìleso, které si pøedstavíme tøeba tak, si nakreslíme jeho øez
rovinou y = 0. V této rovinì se rovnice redukují na

x2 = z2 − 1

x2 = 1

tedy jde o plochu ohranièenou pøímkami x = ±1 a hyperbolami z = ±
√
x2 + 1.

Jeliko¾ budeme poèítat objem tohoto tìlesa, staèí uva¾ovat, ¾e vznikne rotací
(okolo osy y) plochy ohranièené tìmito hyperbolami a pøímkami x = 0, x = 1,
viz obrázek:
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Na¹e tìleso je tedy ohranièeno stìnou válce a horní a dolní èástí dvoudílného
hyperboloidu. Pak pou¾ijeme vzorec pro objem rotaèního tìlesa

V = 2π

∫ b

a

x(f(x)− g(x))dx = 2π

∫ 1

0

x(2
√
x2 + 1)dx

Pou¾ijeme substituci t = x2, dt = 2xdx a tedy

V = 2π

∫ 1

0

√
t+ 1dt = 2π

[
2

3
(t+ 1)

3
2

]1
t=0

=
4π

3
(2
√
2− 1) .
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